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§ 1 • ~ermu ta i_i es ._9.;D:__c_OJ£PJ.ll.~t_t:;J!. • 
al 1. 
Onder eer. permutatie van een aantal l;)lementen a. 1, ••• ,an wordt 
verstaan de in een of andere volgordo gcnomen verzameling dezer ele-
menten. 
Zo bczi tten de el0m.enten a 1 , a 2 de volgende twee permuteties: 
a 1a 2 en ai3. 1 • H0t val t niet moE!ilijlc na tc gaa.n hoevcel permutaties 
een vli.:rzar,-;.eling van r::. clemcnton b0zi t, welk aantal wij met p-'1 zullen 
aangeven. Gaan wici de n elL;mcnten rangschikken, dan kan op de cerste 
plaats elk d.cr n elemonte:n staa~1 en is eenmaal een keuze voor het ele':' 
ment op de ccrst0 plaats gedaan, dw. kunnen de overige n-1 elementen 
nog over alle vorige n-1 plaatsen warden gepermuteerd .. Bijgevolg is 
y1 == nr- 1, waarui t WG5cr:s P 1 ,c: 1 onmiddellijk volgt p!l == ,n!, waar-
bij met n! wordt bodoold hot getal 1.2 .•. n. Voor n=2 hadden wij dit 
resul taat hicrboven al ge:vondfm. 
Op allcrlci plaatscn in de wiskunde , de kansrekening en de sta-
tistiek en ook in de r•ractiJk sp0,.:1t h,:t begrip permute.tie een be,-
la.ngrijke rol. Dit gcldt trouwcns ook voor de hierna te bespreken 
begrippen combinatit, cm variatie. 
Wij geven enkelv voorbccldon. Zij gevraagd do som van allege-
tallen van 5 ci jf crs, ,Naarin elk der cijfers 1, 3, 5, 7 en 9 precies een 
keer voorlcomt. Onder dezt: gctallon zi jn E:r P4 stuks wa3,rbij het cijfer 
1 op de voorste plaats staat, evon zovele wn.arbij dit cijfer op de 
V'Olgende plaats staa t I enz. dus dq bij drage van hGt cijfer 1 in de 
~ 
som der gctallen is P4 x 11111 = 24 x 11111. Op analoge wijze vindt 
men voor de bijdrage van het cijfer 3 in de gezochte som de waarde 
P4 x 33333 enz. De waarde dcr gezochte som is dus, 
24 X 11111 X (1+3+5+7+9) = 6666600. 
Opg._l• Een gezelscha.p van 9 volvm~rnen personen spreekt af iedere \dag 
\ 
to dineren a.an een ronde tafel on daarbij steeds weer op een ande~ 
WlJZe ( dat is op een wijze waarbij niet iedcr dezelfde twee buren 
\ 
hocft als bij een vorige maal tijd) aan te zi tten. Hoe oud is de jong-\_ 
ste van het gezelschap op de deg van de laatst mogolijke maaltijd ten 
minste? 
Thans bosprekcn wij het begrip variatie. Een variatie van k uit 
elomenten is cen keuze Ya"1 k ele1:.u.mton ui t de groep van n elementen. · 
al 2. 
Het aantal mogelijke dergelijke variaties geeft men aan met~• Wij 
leiden een formule af voor ~-
Voor het eerste element der variatie van k uit den elementen 
zijn n mogelijkheden 1 torwijl bij een eenmaal gedane keuze voor de 
ovcrige k-1 elementen nog alle variaties van k-1 uit n-1 elementen 
kunnen worden genomen. Bijgevolg is 
~ = n~=~ 1 
waaruit wegens V~ = h door volledige inductie volgt 
V~ = n(n-1) ••• (n-k+1) = n! < n-k) 1 • 
Voor k=n vinden wij het vorige resultaat Pn = V~ = n! terug. 
o-og. 2. Ho eve el getallen van 4 ongelijke cijfers zijn er? Bepaal ook 
hun som. 
Opg.3. Hoeveel getallen onder de 10.000 bestaan er waarin geen zelfde 
cijfer tweemaal of vaker optreedt? 
Onder een combinatie van k uit n elementen verstaat men een groep 
van k elementen genomen uit den elementen waarbij het van geen be-
lang is in welke volgorde die k elementen genomen worden9 Het aantal 
combinaties v.an k uit n elern.enten geeft men aan met c~. Wenst men 
wel op de volgorde te letten, dan dient men nog achteraf alle permu-
taties van iedere combinatie van k to beschouwen (welk aantal pk= kl 
is), waarna men weer alle variaties vindt. Bijgevolg is 
= ~, dus kl c~ = n! 1 n-k) f 
dus 
c~ = le! ( ~~k; ! == (~) · 
ypg. 4. Hoeveel diagonalen bezit oen vlakko n-hoek? 
Opg. 5. Hoeveel verschillende bridge spelen zijn er? 
n+1 n n Opg. 6. Bewijs ck =ck+ ck_ 1. 
Opg. l· Bewijs c~ = c~-k 
De getallen C~ =(~) noemt men ook wel binomiaalcoefficienten, dit in 





en kbn-k ka • 
Wij geven vnn deze formule twee bewijzen. Het eerste maakt gebruik 
van het hierboven ingovoerde begrip 11 combinatie II en van de elementaire 
eigenschappen var:i. ver:arnnigvuldiging. 
• 
• al 3• 
De laa.tste leren ons direct dat (a+b)n een som is van term.en an, 
an- 1b, an-2b2, ••• ,bn, waarvan echter de coHfficitinten nog nader moe-
ton warden bepaald. !.11::n vurkrijgt eon term akbn-k door bij k der n 
factoren a+b die in (a+b)n optreden de termen ate verm.enigvuldigen 
en bij de overige n-k de termcn b tc kiezen, Zoals wij boven zagen 
kan dit op C~ wijzen geschicden, waarmec de formule bewezen is. 
Men kan hot gevonden rosultaat ook door volledige inductie bewij-
zen. Wcgens c0° = 1 is zij juist voor n = o. Onderstellen wij haar 
reeds bewezmvoor zekere gehele n ~ o, dan vindt men voor n+1 
n+1 
8 hbn+1-h + 
n (~) ahbn+1-h = ~ (~-1) L h=o 
n+1 
{(h~1) + (~)} a¾n+1-h 
n+1 (n~1) a¾n+1-h, 




de formulc voor n+1 is gevonden. 
Bewijs dat (a+b) 7-a7-b7 voor gehele a en b deelbaar is door 
Wij kunnen nu ook een formu.le afleiden voor (a+b+c)n. Men heeft 
(a+b+c)n = { a+(b+c)} n = 
n nl h h 
= L hl (n-h) ! a (b+c)n-
h=o 
n n! h n-h ~! k n-h-k 
= z= E1Tn-h)f a z= - b c k. h=o 
n n-h 








n! ¾k n-h-k 
h 1 ' 1( hk)r a C :.n::,n- - • 
n! 
hik!m! 
hbk m a C • 
Zo vindt men b.v. 
(a+b+c) 3 = a3+b3+c3+3a2b+3ab2+3a2c+3ac2+Jb2o+3bc2+6abc. 
J.-'.. -
Hier he0ft men voor (h,k,m) slechts mogelijk de getallenoombinatieq 
(0,0,3), (0,3,0), (3,0,0,), (2,1,0), (1,2,0), (2,0,1), (2,1,0), 
(o,2,1), (0,1,2), (1,1,1). Bij elk dier combinaties moet de betreffen-
de coefficient hf~!m! afzonderlijk worden berekend. Er zijn eohter 
term.en die analoog gebouwd zijn, n.1. de eerste 3 en ook de daarop vol-
gende 6. 
al 4. 
Hier ziJn de di¥erse waarden van h,k,m door permutatie uit elkaar te 
vinden. Men schrijft wel eens kortweg 
(a+b+c) 3 = L a3+3 L a 2b+6abc, 
waarbij de Z:. -tekens nu betrekking hebben op een aantal analoog ge-
bouwde termen. 
Opg-. 9. Schrijf de ontwikkeling noer van (a+b+c+d)n. 
QQg_._ 10.Bewijs 
( a 1 +. • • +ap) n = 
n 
2= nl ~1 h2 hp -h-,h---•, h I a1 a2 .••• ap. 1 · 2· •.• p' h~1½j•••,h =O 
'h1 +h2+ ••• +h~ =n 
Opg. 11. Bepaal dencoefficient 
Opg. 12. Bewijs L (~)= 2n; 
h=o 
vtln x 4 in de ontwikkeling 
r_ (-)n(~)= o. 
h=O 
van (1+x+x2)3 
Wij geven nog een toepassing. Berekent men (1+x)a+b = (1+x)a(1+x)b 
op twee wijzen dan vindt men 9 allereerst 
(1+x)a+b a+b (a~b) xn = L 
n=o 




Om nu de coefficient van xn in het laatste lid te vinden moet me:_ 
a en b zo kiezen 1 dat a+b= n is. Dan vindt men (mits zowel a als b 





en wij krijgen voor n ~ a en n ~ bnde formule 
(a~b) = ~ (~) (n~h) 
Opg" 13. Bewijs f:._ (~) 2 = (;n). 
h=o 
Opg~ 14° Uitgaande van (1-x)a(1+x)a = (1-x2 )a 
bewijze men 
L 
h,k ~ o 
h+k = 2n 
en leide daaruit af 2n 
L 
h=o 









voJ ledige inductie voor n > a 
n-1 h ( n ) ~ (a) == a+1 • 
h(~) = n.2n-1 . 
n 
L (~) (~) 
h==k 
al 5. 
Tenslotte beschouwen wij het begrip permutatie nog wat nader. 
IJVij :permuteren een aantal elcrn1enten a 1 , ••• · ,an en letten er bij eon per•-
mu+atie ak 1 ~ c-, ~akn dezer elementen op hoe vaak twee elementen ui t die 
pcrmutatie een inver.sie vormen d.w. z. hoe vaak een element met eon ho-· 
gore i.nde~~ vooro,fgaat aan een met een logere index. Zo bevat de permu-• 
tatie a~a3a 5a 2a 4 juist drie inversies. 
Men noemt een permutatie even als zij een even aantal inversios 
bevat, oneven als zij er een ancvon aantal bevat. De bovengenoemde 
permutatie is d7.lS oneiTODr 
Thans bewijzen wij de 
Stelling, .Alr- men in een permutatie twee elcmenten verwisselt, ver-
andort haar pariteit (dat is het even of oneven zijn). 
Beschou.w vv·:r LE':·c bewijs e0n permutatie ak 1 ••• ,ak 1 waarin de 
twee elementE:n a7 eE a, . worden verwisseld. Oiii te ondBrzoeken hoe 
. K. ~' 
hierdoor het aa:1·c,c J invt :'.-.sios zich heeft gewijzigd is het voldoende 
d8 elemonten 
Stel nc uut a met le 
:L 
te beschouwen want ten aanzien van 
dt.:o posi tie van ak. en 81c. niet veranderd. 
l J 
s dcr tusson ak. en ak. gelegen elementen een 
l J 
invorsie vormde en met de ovcrige j-i-1-s elemEJnten geen. Dan vormt 
na de ruiling a, juist met j-i-1-s van die tussenliggende elementen 
,{ . 
. L 
ec1.;_ inversie en met de ovcrige s geen. Hot aantal inversies dat ak _ 
l 
met die tus sc:~.liggonde element en maakt r is dus gewi j zigd met een 
bedrag j-i•-1-s-s- = j--i-1--2s, Laat ovenzo eerst t der elementen tussen 
o,k. en ak. ee:1 inversie mot ak. hobben gevormd en j-i-1-t dus geen. 
l J J 
Na de ruil::l ng zijn doze aantallen dan resp. j-i-1-t en t 1 zodat de toe~-
name van het aantal inversies j-i-1-2t bedraagt. Bedenken wij dat door 
de ruiling het aan tal inversie s tussen ak. en ak. zelf van O of 1 ·. op 1 
of O is gcgam9 dan bed:raagli do totale wijzigingJvan het aantal inver 




::: 2(j-i-1-s-t)±_1, en dit is es:1.meven bedrag 9 waarmede de stelling be-· 
wezen is. 
Deze stelling geeft soms oen gemakk0lijk middel om de pariteit 
van een permutatie te bepalen. Beschouw b.v. de permutatie a 1a 3a 5a 2 a+ 
Ruilt men eerst a 2 mot a 3 , dan a 3 met a 5 en dan a 4 met a 5, dan krijgt 
men na deze drie ruilingen de even permutatie a 1a 2a 3a 4a 5, zodat de 
oorspronkelijke pormutatie oneven was. 
O~g.-12,. De permutatie ak •.• ak is even als het product 
1 n 
TT (k .-k_, ) 
. . J ..L. J > l 
positief is en oneven als dat product negatief is. 
ppg. 20. Er zijn cvenveel even als oneven permutaties van n elementen; 
indion n ~ 2 is. 
Blijkens opgavo 17 zijn er dus Jn! oven en ~}n! oneven permutatiesc 
§ 2. Determinanten. (GrondeigenschappQg_) 
Wenst men de vorgelijkingen 
{ 
ax + by = c 
( 1 ) 
ocx + foY = a 
op te lossen, dan vindt men door de gebruikelijke methode van optelle. 1 
en aftrekken 
X = _&9,:-bL_ , y _ -~-C()S_ ;3a-b ex. ' - ,,ea-bO(, 
mi ts ,,.s a - b 0(,, 
een belangrijke 
JO is. De uitdrukking foa 
rol bij hot stelsel (1). 
( 2) 
Wenst men het stelsel 
ax+ by+ cz = d 
ocx: + foY + oz = 8 
A:x +By+ Cz = D 
- b ex. speelt blijkbaar 
o::;) te lossen, dan kan men weor zijn toevlucht nemen tot de methode Vct~1 
optollcn en aftrekken en vindt o.a. 
( 3) x = y-9.=_~_t._.&12.£:--__ tbC-t12.£.L~ 
a /3 C-aB;r + ex.Be- 0<.bC+Abo -A fo c • 
De noemer van deze breuk is voor het stelsel (2) van dezelfde beteke-
nis als de vorm ,t-,a-bcx. voor het stolsel ( 1). Tevens merken we op 1 
dat zowel bij de oplossing x van stelsel (1) als bij die van stelsel 
( 2) de teller een analoge structuur hoeft als de noemer. Voor ui tdruk*-
kingen als deze gaan wij nu een andere schrijfwijze invoeren. 
Beperken wij ons eerst tot het stelsel (1), dan schrijven we de 
gevonden waarden van x en y eenvoudiger door het symbool I~ ~I in te 
voeren. Dit noemen wij een determinant van de tweede orde. 
al 7. 
ile kenn<.m er de waarde ps - qr ann too 7 zodat de oplossingen van stol 
301 (1) luiden 
X = • 
nu 
Voor de voor (1) bolangrijko uitdrukking a13 
d h . 'f . . I 0, b \ . d o sc riJ WlJZO ~ fo ingovoar. 
bo:. 
a b 
Op analoge wijze vooron wij in hot symbool ex. /o 
A B 
de botekenis is de uitdrukking, dio in noomer van (3) 
is de oplossing X van he;t stulsel ( 2) te schrijven in 
d b C a b C 
X = J ;S 0 . ex, /3 . 0 • 
D B C A B C 
hooben W8 du; 
C 




De nieuw ing0voerdo symbolen noemon wij detorminanten. Yfij gorcn 
thans algemeen de defini tie van determinant van de n° orde. Hiorcnder 












bostaandc ui t n rij cm en n kolommon van getallen, die men de n2 elemon 
ten van de determinant nournte Aan dit symbool zullen wij een bopaaldo 
waarde toekcmncn, zodanig dat die voor n = 2 en voor n = 3 ovoreen-
stomt mot de hierboven gogovcne. DiG WaQrdG is 
waarbij de som wordt uitgostrokt ovor alle pormutatios i 1 i 2 .. oin dor 
getallen 1 9 2 9 ••• ,n. Bij de even pcrmutaties moot hot+ teken en bij de 
onevcn perrn.utaties hot - token wordon genomen. Daar or n! pormutaties 
der gotallcn 1,2,«•• ,n zijn, bestaut onzo som uit nl termen. 
Men kan de defini tie van determinant ook anders formuleren. Een 
determinant van de n ° orde he oft een waarde die de som is van n ! tGr-
mon. Elke term is eventueel afgezien van het teken, dat als zoeven 
wordt bepaald, gclijlc aan het pro duct van n element en der determinant, 




Er zijn 2! = 2 termen, resp. bohorondc bij de even pormutatio 12 en 
do oneven pormutatie 21 van de getallon 1 en 2 o Dus do beschou-v·vde do-
torminant is golijk aan a 11 a 22 - a 12a 21 analoog aan het hierboven ge-
wenste resul ta.at. Tii t gC:ldt ooh:: voor determinant en van de 3 8 orde ( ga 
dit na; vergelijk opg. 1) • 
.9..J.IB.~_1. Borclrnn de waarde van de determinant 
a11 a12 a13 
a31 a32 
Sarru.s gaf oen rog:el 
te borokenen. Hij schreof 
a11 a12 
,.__,____________ ,/ 
a21 :'¾?2 /~;>< .. 
a31 ""3 2 --a33 
a23 
0.33 
aan om direct eon determinant van de 3 ° or de 




en vorr0.de Gr de 6 door lijnen aangegeven producten uit. De drie pro·-
, 
ducten in de richting a 11 a 22a 33 krijgen elk het + token, de andere 
drio hot - token. De som dor 6 zo govondun producten is juist de waar · 
de van do determinant (Rog0l van Sarrus). 
9.I?&_-1.· Berokon de vmarde van de deterrninant 































0 0 0 
0 0 0 
a33 0 0 
a43 a44 0 






Boschouwt men cen willekeurig0 term ar s a 8 ••• a . .,.. . uit d~ontvvik 1 1 r2 2J . rn=n , 
keling van de doterminant van de n 8 oro.e )arsl , dan is het om het te-
ken van deze term to bepalcn 9 nict no dig de factoren zo te rangschiklrnn, 
dat de oerste indices resp. 1, 2 1 ••• ,n warden. Wij bowijzen n.1. dat 
het token in dezc term gelijk is aan de so:1 van hot aantal inversios 
van de indices r en het uantal inversies van de indices s. Hiurtoo 
verwissolen wij ecns in hct beschouwde product twGe factoren a s en 
r~ -.; 
a • Hiordoor vorandert het aantal inversies in de indices r en 
r s 
odk'in de indices s met een oneven bedrag (vergo de stelling van 911 
blz.5) hun som dus met con even bedrag. ]oor nu net zo lang factoren 
te verwisselen totdat de volgorde der eersto indices gelijk gevrnrden 
is aan 1, 2 9 ••• ,n, is de som. der aantallen inversies van de indices r 
en van de indices s met eon even bedrag vcrand _.-:rd. Daar in het nieuw 
opgoschroven product do indices r geen inversios bezitten, is dus 
het aantal inversios in do indices s (afgezien van eon even getal) 
gelijk aan de som dcr aantallen inversios in de indices r en de indi-
ces sin het oorsJ)ronkolijk product, zodat deze som hot teken bepaalt 
van di t product in de berGkening van de waarde dor determinant. 
Voorbeeld: De tern a 21 a 44 a 32 a 13 hoeft in de oerste indices de 
inversies (2,1), (4,3), (4,1), (3,1) en in do tweede indices do inver~ 
sios ( 4, 2), ( 4, 3), hot totalo aantal is dus 6. Zou men de factoron 
rangschikken naar de corste index dan vindt men a 13 a 21 a32 a 44 2 waar-
in de tweedo indices do invorsies (3,1), (3,2) bezitten, dus een even 
aantal minder dan 6. 
In oen willekeurige torn1 dcr ui tgowerld e determinant van de n ° 
ordo is hot token dus (-)R+Si waarin Ren S resp. de f3.mtallen inversies 
in de indices r 1 , ••• ,rn en s 1 , ••• sn voorstollcn. Het is duidelij\: dat 
hieruit volgt 1 dat eon determinant niot van waarde V8randert, als 
men haar om de hoofddiagonaal (dit is de verbindingsrechte van de ele-
menten a 11 a 22 ... ann) laat ~;0ntelen (d.w.z. olk tweotal elomontan 
ars en a 8 r verwisselt). Immors hiorna ontstaat e0n det0rminant die 
allo termen van de oorspronkelijke bevat en wel met oen teken (-)S+R, 
dus met hetzelfde teken als do oorspronicolijke determinant. Zo is dus 
la bl la c\ B. . t 1 · c a = b d • lJ wen-e ing om de hoofddiagonaal blijven de ole-
monten daarvan natuurlijJ.c o::) hun plaats. 
]efini tio~ Eon determinant heut· symmetrisch als zij door wonte-
ling om do hoofddiagonaal in zichzelf ovorgaat, 
allo combinaties (r,s) met r = 1,2, ..... ,n ens= I~ ~I sy1m110trisch, maar j~ !I niet. 
dus als ars = asr voor 
1,2, ••• ,n. Zo is dus 
Eon determinant heot schcef syillluotrisch als voor elk paar (r?s) 
geldt ars = ~asr• 
p-!Jg~.-2.· Laat zi~n dat de determinant~ 
schGef-:-symmetrisch is. 
bal in het algcmoen niet 
Opg._.J?_. Ber8ken d0 waarfuv.ai do schoef~symm.etrischo determinanton 
0 2 3 
-2 0 9 















Stel+J-.!l...S.· Een scheef-synu,1etrische determinant van oneven orde is nul. 
Bewijs: Daar de determinant bij wentelen on de hoofddiagonaal haar 
waarde behoudt, heeft uen voor haar waarde D 
D = 
O a12 ·•• 8 1n 
0 ••• 
. . . . 
• • • • 0 















In de laatste determinant heeft el::: eleuent een telten dat tegen-
► ~esteld is aan dat van het overeenlcomstige element in de oorspronke-
lijke determinant, elk der optredende termen in de laatste determinant 
is dan gelijk aan de overeeko,11stige in de oorspronkelijke, afgezien 
van n fa.ctoren -1, dus de nieuwe deter.:dnant is gelijk aan (-}nD. 
',/'e weten echter dat zij gelij:c is aan D, dus D=(-)nD. Daar n oneven 
ondersteld v1as, heeft w.en D=-JJ, dus 2D=O, dus D=O. 
In het voorgaande hebben wij gebruik gemaakt van het feit, dat a.ls 
iJ.en alle ele1.1enten van een determinant met -1 vermenigvuldigt, de waar-
de der deter1:1inant :!let (-)n wordt vermenigvuldigd. Geheel a.naloog 
geldt: Vermenigvuldigt men ell..: ele111ent va.n een determinant met c, dan 
wordt de waardc ervan met en ver:menigvuldigd (bewijs dit). 
Opg. J· Hoe verandert de waarde van een deterr.o.inant, als men elk ele-
► ment van cen be2aalde rij det c ver;tenigvuldigt? 
,0..:.2g_. __ ~~- .Berel{en 
0 6a 3b 
··a O C 
-b -2c 0 
1Vij gaan thans na :1oe de wa.arde van een deter1,linant verandert t als 
inen twee ri j en verHissel t . Beschouw dus de deteruinanten 
. . . . . . . • • • • • • • 
• • a pn • a qn 
. . . . . . . • • • • • • • 
• • a qn 
• • • • • • • • • • • • • • 
°n1 • • • 8nn ~1 • • • 8nn 
al 11. 
Het is dus duideLi.j:~ dat een will.e'.ceurige ter:,1 a 1s • • .a1)3 • • .. aqs • 1 p q 
a 
nsn 
van D.4 co!{ in D0 o:itre,:6t en o.·~.gekeerd. Het teken dezer ter i in 
. , .. 
f ) s . " ~ D1 is , - waarin ,,:, het a::rnta:. inver:1ies in de indices s 1 •• s,)• • s .•. sn 
J; q 
aangeeft. Ile beacl'wuw de tc::-.1 treedt 00 11. in lL, o_p. ·,-ij geven tij deli ;j\ 
,._ 
a 1 , • • • , a aan res~). door q qn .,. 
Onze term treedt dan in :u":, 
,:.. 
tal inversies hierin is de 
L:.dlces. Ile 1e indices z.Ljn 1,~~)••·d)••1, q, p+"!, ... ,q-1, p, q+1, ••• ,"1 
e dus na .1 ruiling 1,2 1 ••• ,p-1 1 :1, )~-1, ••• ,q-1, g_, q+·1, ••• ,n. De 2 in--
dices zijn s~,••·,e "s.,s ... ~,···,s .q s., s . 1,.o•,s en bevatten 1 p·- , ~, u-,· 1 q- • ,1 q-r n 
dus S inversie;J. T1e besc}10uwde ter ;_ in :1)2 vwrat dus voorzien van 1-iet 
.... 
1 ( ) S+ 1 ·· d · · ·-, · ·• 1,-, 1 t ,._ 1 d d ve1cen -, • .Le ere ter:1 111 1),) 1s aer.,.a ve egen~es1,e.,_ aru1 e cor-· 
t. 
•- ... e··--.-,.,-..v,_;~ere'V"\de ter: 1 .:, .... ·/--·i dur:" i-. 
- :-::.,,Uuu w. • -'·· J.d ., .. , 1 , ..:, .. J 1 = 
J, We vinden dus de $91'.' belangrij1ce 
_;~t_e)J._t!l_g: Verwisselt ·u1Em twe,::: rijen van een determinant dan verander·~ 
deze van teken en natuu.rlijk oo~c. ver,visselt .::1en twee kolowaen van ee 
determinant, da.r; v0ra.nde1t deze va..11 tel;:en. 
Tce2ass_in__g. iieeft een detenninant twee gelijke rijen, dan vero.ndert 
di,.; c1eterninant ( dus oo~{ de waa1~de Ti ervan) :::iet, als men deze ver.w·· ~' 
sel t. .Anderzi j us :saat volgens de zo j 1J.i st gevonden stelling bij die vr: ~- , 
'<dsseling de. ·waarde }J over ::Ln -1.:, aus ;1_en heeft D ::: -)), 'tvaarui t vol;_;t 
.;elijlce rijen (of iJet twee 15 e.U.Jirn 
'.rnlo::ir11tm) is e,G li j};:: aar: nul. 
Zijn de ele:,1e,1tcn var. eon ri j cen va.st veel voud a van die van eer: 
r.ar1dero l'ij va:; e(m deter;,:inant, da:1 vi:"1dt ,·:1er1 C:iat de oors;:ironkelij:~e 
deter:.11inant eon a keer zo g:rote waardo ~crij;_;t, als iu die andere ri;j 
alle ele;nenten ,:~et a worden ver,11e:1i;;vu.ldi,:::;d. Dan ontfltaat echter eeri 
determinant net twee gclij~e ri~e~, aie volscns het bovenstaande nul :~ 






ook als a= 0 is?). 
Di t resu.l ta.at is no6 iets anders te forr.n.lleren: 
een deter 1.inant t·1~ee ovcmreGi.:;o rijen 
dun is haar 1,,i 3.ar d c nul • 














I 1 = 0 
trr3edt in de eerste 
diode waa.rde va.:.n de deterc:iinant aangeeft. 
. 
graad op in 
Van deze op-
a.l , ~. 
merking zul~we vm:scheidene l{eren gebruik maken. All.ereerst 7:,lijkt 
hieruit dat geldt 
• • • 
• • • • • • • 
• • • • • • • • • 
an 1 • • • ann 
Gevolg~ Telt men bij een 
andere rij op, dan blijft 
a,1 • • • • a1rt 
• • G • II • • ~ 
e o • • • • o • • o 
a11 • . • a1n 
• • • • . • • 
- ar1 • • • arn + 
. • • • • • • 
an 1 • • . ann 
rij van een determinant 
de waarde ongewijzigd. 
a11 • • • a1n 
• • • • • • • 
a 
r1 • • • .arn + 
• • • • I . • 
a11 • • • a1n 
• • • • • • • 
br1 • • • brn 
• • • • • • • 
8n1 • • " ann 
een veelvoud van 
Lmners men heeft 
• • 
I t • • o • • 
• • • • • • • 
an 1 • · • • ann an 1 • • • • ann an 1 • • • ann 
een 
~ In de laatste determinant luidt de r 9 ri.J ta61 , •• ta8 n~ welke even-
redig is met de elementen van de se rij a51 .,.asn' dus de laatste de-
terminant is nul, waaruit de bewering volgt. 
J2epassing. Verifieer elk der volgende gel1jktekens bij de berekening 















7 4 5 7 6~-.. :I 
= 2 3 8 = 2 0 
0 0 
-15 0 0 
- (-6}).2.(-15)= -195. 
~Zo kan men bv. de determinant 
2 
a a 1 
D = b2 b 1 
c2 C 1 
als volgt herleiden 
a2-b2 a-b 0 a+b 1 
])::; b2 b 1 =(a-b) b2 b 
02 C 1 02 C 
a+b 1 0 
=(a-b) ( b-c) b+c 1 0 = ( a-b)( b-c) 
_02 C 1 
= ( a-b ) ( b-c ) ( a- c ) • 
5 1-6-;k 7 5 
8 ;::; 0 2 8 
-15 0 0 -15 
0 a+b 1 
1 :::.(a-b) b2-c2 b-c 
1 02 C 
a-c 0 0 
b+c 1 0 




























= ( a-b)( a-c)( a-d)( a-e )( b-c) (b-d){ b-c) 
(c-d)(c-e) (d-e). 
( Van dor Mon de). 
= 0 
(-11) 
Qng. "j_:1_. Be1eken I a a 1 
9J:ip;. ,_12. 
I 





b) b 1 l • c3 C 1 (atb+o)(a-b)(a-c)(b-c). 
Bereken 
ri 
\) 2 3 -4 
-2 0 -1 5 
-3 1 0 6 
4 -5 .~ 0 -o 
:Berelrnn de detarminanten 
a b b bl Ja b 1 be C a 
b a b bj l: a b en 1 b ca ' b b a bl 1 ab I C a 0 • 
b "'o b al 
Los X. op uit de vorgelijking 
I a+x b 
l a b+:x: 
a b 
a b 
Los JC op 
I p p 
J 

















opmerkten, treadt in de we.a.rde der deter-
, al 14• 
! f-'l, !li 
. 1·c . .,.11·•,.u.ln 
ru.n::i.nt ..... ,, $.. het element a 11 lineair op, Alle terr,1en, die a.11 
la.n 1 arm 
b(:.va-rctc:m zijn van de gedaanto 
. ,R 
, ··, a 1 1_ a,.., " • • s. , 
.::r,:, nrn 
'- . 
waarin F:. het aanta1 invcrsics is dat optroodt in de rij 1, 1"2 , r 3 , • • •, Y.:'n 
dus in de rij r,,,r.,, •.• rr .Herken wij op dat de som van de termen 
--. "- :i n 
(-)t' a 2r a 3r .... a ,juist gelijk ls aan 2 3 nrn 
dr:2:~ zien wij dat de f3.ctor van a. 1 ., juist die determinant is, die men 
• I 
kri,jg·1: door in de oors:pronkelijke determinant de ~erste rij en de 
ocrDt2 kolon te schrappen. 
1c e e G 
, S·-::r .. rapt men in een deter:.:1inant la.rel van de n orde de :p rij en q 
kolom 1 dan ontstaat een nieuwe determinant van de (n-1) e orde, die 
men de onderdetcrminant noemt van het element a • Wij schrijven hier•-pq 
voo-:::- L\:,,J. '.h. j vonden dus boven dat de f·ictor van het element a 11 in ch! 
ontwik~6ling van de determinant 1ar8 1 juist gelijk is aan m11 • 
W0nst ms~ de factor tc vinden, waarmee een willekeurig element 
o.~ in de ontwikkeling van la.r I optreedt, dan gaan wij eerst de :p 8 r::. · 
1-'q ) 8 ( ) e e e aclr~0rcunvolgens met de (11-1 , p-2 ,.. •• ,2 , 1 rij verwisselen en 
l; • . ~ ( )e ( )e e e das.:r::-ia de q kolo"n acht0r0envo.Lgens met de q-1 1 q-2 , ••• , 2 1 1 
kolJ:;1. I:~ ont staat dar.:. ce:n determinant, die ( -fP+q ma.al zo groot is 
als de 001·s:)ronkelijkc determinant. De nieuwe deternunant heeft de 
gc da 1,.:-1 t c 
~ I C..l.. a--1 a,-, ... a a p+1,q • •• a ! pq 1q '-Cl p-·1 'q nq 
a2·1 a 9 1 a 11 . . . a p-1,1 ap+ 1, 1 ... an1 
. . • . . . . . . . . . . . . . • . . • . • • . 
a 
:L) i ci-1 a.-1'1 ,,.i a? -1 I 1 q- I ,_ p q ' a ~ 1 p- 1, q- a p+1, q-1 ••• a n,q-1 
J . 1 a1,q+1 a . . . a ap+·1, q+ 1 . .. a P, q-.-· 2, q_+ 1 p-1, q+1 n,q+1 
I < . . . . . . . . . • . . . . . . . . . . . . • . . 
I d a_,,,, a2n . . . a ap+ 1, n • •• ann _p:'.1 j >,;. p-1,n 
~- J, s }Yi.er.in is op g:-ond van het reeds afgeleide resul taat de factor van 
,., :iuj_st ,geli.ik a.an de onderdeterminant :m van het element a in fl -C•r,.; ~ ~ ~ pq pq_ 
oor.Jnro:1k 1ijke de ~erminant ; in de oors_pronkelijke determinant zelve is 
··: ;;,:-,::ff:lci81:-: ·rnn a dus gelijk aan (-)P+q m • 'N~ zullen de factor pq pq 
aanduiden met A • Het getal A nocmt men de minor pq pq -\ ,)-: '1m voortaan ::_'lq 
•.;an hct: ehm10nt a • pq 




elkc term precics ~en cloment van de p0 rij optreedt. Dus men hecft 
• • • ·t 
ti:;rwijl wij nu wete:n dat f .. A.,., 1 , f ') 
.Ap2' 
.,p 
= Apn' dus ·- ·- .. • .. t J.11 I 
,.: .~ 
!arel -· ap1A:11 + a.p2A::p2 + ., • .. + apnApn = 2- ap).l.Apµ • 
...,..1 
Men noomt dit laatstc :resultaat de ontwikkoling van de determinant, larsl 
naar de elementen van de pe rij .. 
'110...9 passir~. 
3 4 5 3 4 5' 3 5 3 41 
2 6 7 
-· L. a< A3>' = 1. I - 8. + o. I= , .. j 








4 5 6 7 -11 5 6 17 
3 1 0 -2 " 1 0 0 -11 6 11 -n -Z/ 1.,_; 
' 
= 1 • ..:j 3 6 • 0 0 2 1 3 4 - 1 1 3 6 - - -1 .:::: 
0 1 4 5 - 3 4 7 -3 4 7 -3 -5 41 II;:_,- ......_____,,,. ~ 
-?.x t'.2.X 6>4. 
-27 -49 
- - (-1) = 2S7 - 245 = 52. 
-5 -11 
Opg.· 15. Bcrekon di.; d..::t 0rminant 
1 4 ·1 I ~it 
' I J 
., 
2 1 ,.:;: j • 
3 ~ 1 ~ 
i/i j vonde:n 11ierbovcn dat voor du v,aarde A van do determinant ja l 0!",.:l•. rs1 
n 
A = L armArm • 
tll= 1 
'.Iij kunnen nu ook direct de waarde bepalen van do som die men krijgt 
cls men de elementcn van c.:en rij met de minoren van een andere rij ver-
mcnigvuldigt en diG producten o,tolt. 
n 
I1ili;1t:rs men vindt dan z: a.t,~Ar'' ,m doze som is gelijk a.an 
fil= 1 .. ~ ..• 
6 • • • • • • • • 
a . 1. • • r-1 i • + II 
8 t,1 • • • 
ar+ 1 i 1 • • " 
• • • . . . 
. . . 
6 r-1,n 
at,n 
l\·•+ 1, n 
. . .. 
,, 
al 16 
In de laatste detl)rr.linan t zi;jn de re en t~ rij gelijk, du.a dt::ZO is 
nul. Men heeft dus 
n f A, ala t = r L atm ~m :::: • 
!Jl::;:: 1 " Cr ~ils t /: r 
Van di t rcsul t:-.at zull,m w0 later r.og van}:: gebruik maken. 
Som.s is een determinant van bepaalde ordc gemakkolijk te berekene:n 
door deze over te vocren in 1::en determinant van hogere orde, b.v. 
b+2x c-1-)x 1 a b C 1 a. b 01 a+x 
D b-+2y c+3y 0 a+x: b+2:x c+3x -1 X 2:x: Jx I = a-:·y 
-
i:::: 
a+z b+2z c-~ 3z 0 a+y b+2y c+3y -1 y 2y 3y 
0 a+z 'b+2z C"l-3Z -1 z 2z 3z: 
on do laatste determinant blijkt bij ontwikkcling naar de elen~nten van 
d0 00,:· "te rij de waarde nul tt::, bezittcn .. Ncn noem.t hot verhogen van de 
• or::,c van een deter10.inant doo:c toe voegen van nieuwe 1·ij en en kolornnwn t :· 
randen van oen determinant., 
~ 
O-~ ' 1 r 
_,J;i;,..•---2-. Bewijs 
2 ? 0. b ac-b bd-e"" 
2 . ..., = C b 0 bd-c ce-d''· 
C u 
2,ercken de waardc van • 
X ST z u .,, 
a3 ? a. a 1 
• 
b J b2 b 1 
.., t, 
c.:i Cc: C 1 











































alr, 0t + (b + ~- -- rr .. 
COEJ 





I C a i 
! 
• .. (:1 ;2 ! .. c~ 
~, ' 
! 
bed cda dt:..1:: abcl 
Tcnslottc.' c;efinie;re:n wij no;~ hut bcgri:9 matrix. Eon matrix is 8en 
recht:wclcig :Y:hcma van 11 bij n :;c:t:illcn 
Cl.11 a12 • • . ,:.1n c, l 
a21 a22 . . • a,-. 
.::n 
i kortv;8g llarsU I . • f 
' I • 
I . • 
lam1 a .,,1 ,, Ld .. '- °'un 
waaraan g'-'cn g,.italwaardc is toegelrend .. Hct onigc hier van bclani zijnde 
bo;;rir- is de l"'an,::; vo.11 ctm Llr:d:rix. Hierone:er v,:rstaa.t mon do orde van de 
1: 6roots·co· 1 (~ctcr,~1j_11::nt (dit L; de (~vter:.1inant van de hoogste oru0), (:;j, 
in CA..:., 1mtrix bevat is (C'.\1~·,. ,;ruic ontt,taat door uit de: .;1atrix ocn aant ... 
rijcn en lrnlom.mon 1,)c~; tc latcn - dit a~ntal kan soms nul zijn -) -.:n (\:L:: 
cc;n van nul vorschi1lc.;ndc \Jar~tr(t<J bczi t. 
Zo bczi t de t1a:trix 
1 ..., 31 ,:: 
') 3 ,\ l ,._ ""r ! do 2 de : 010.t:cix rs.n1; , 
1 0 0 I 
0 1 0 daar1;;.,nt0gen a~ ran~; 
.3 lJ- r;; I ., ! 4 5 6 0 0 1 
nc,aal do ran; dcr matrices 
') 3 1 I 12 j 4 5 ,_ 0 1 0 1 0 ·-4 1 
111 '.) 0 21! ~ 4 4 3 t6 7 1 2 ..) '? 3 4 2 ·1 ,.., 0 "- r u 1 0 1 1 4 0 -7 0 1 0 1 I ,.1 7 0 I ,..., -·2 -3 .;_ 
' 
al 18. 
Wij geven ter oefer:.ing nog ee:r:: aental opgaven over determinanten. 
a b l, b '-' 
b a ~b b 
b b a b 
b b b a 
_0..EE..-.12.. Bereken de n X n determinant we1ke in de hoo:fddia.gonaal a 
bevat en elders overal b., b a C 
~ 2 6 •• /'Bereken de deter:ilina.nt 11 C a 
C a b .. 
1'.:en dergelijke deter;,1inant wordt circ, .. laire deter1::1inant genoemd. Hir:r--
:.-,ij is aij = a kl als i+j :c: k+l of \ ( i+j )'-(1{+1) I = 3. Een analo(:ci 
&efini tie is t e gever1 voor een circulaire det:.~rminant van hoger orde .. 
_Qpg._2_I, Bereken de viaarde van een circulaire determinant van de vie:c-
dc orde, waarin eleme:nten de waarden ai b, c resp. a. bezitten. 
P.I!E• ?§.. Los x op ui t de verGelij 1dng 
I ja + .x b 
: C d + X 
!....._ 
-· •._,' 
,, C? ·~ 
,.~' Pt' !_c: _ • Los X op uit 
X + a b C d 
a x+b C d o .. = 
a b X1-C d 
a b C x+d 
973g .. iQ. Bereken a+b b 0 0 
b b+c C ''1 \, 
i,:J C c+ d d 
G " ·,) d d-t e 
P..J?i; .• )J.• :Bereken a b C 
a3 b3 ') c.J 
84 _, b4-..·1 c4-1 • 
? 2 a·-+b be ca 
,; 
·? 
be :::.. ,. ab C +a 
? 2 
ca ab b~+c . 
6 3. Stelsels lineaire ver~eliikin~en . 
.:: --·--·-··· -~ -, - - .. •-.-... ~ ·- ,. :,.t,;1,,, __ , _ _..__ .. _ :.1;1,.;, __ 
'Vi j gaan thans de in· de vorige :paragraaf behandelde eigenschap--
pen van determinanten en matrices toe:oassen bij het oplossen ·1ran stel-
sels vergelijkingen. 
.al 19-
Beechouw het stelsel 
a, 1x1 + a,2x2 + ••• + a,nxn = b1 
a2,x1 + a22X2 + ••• + a.2nxn = b2 
(I) 
• • • • • • • • • • • • • 
8n1x1 + 8 n2x2 + ••• + annxn = bn· 
Wij kunnen hiervan onmiddellijk de oplossing Tinden in het ge-
val dat de determinant a =la IJ O is. In dat geval vermenigvu.ldige 
e rs e e 
men n.l. de 1 verg. met A11 , de 2 met A21 , ••• , den met ~ 1 (waarin 
wedero• Ars de minor van het element a.rs in de determinant I ars I voor-
stelt), waarna men vindt: 
! b1 a12 ••• a,n 
b2 a22 ••• a.2n 
ax 1 = brAn1 + b2~2 + +b ~ : • • ••• n n 
• • 
• • • 
, bn 6:n2•••• °url 
Noemen wij de determinant, die uit 1ar8 !ontstaat door daarin de s 8 
. b 
1 
kolom te vervangen door b2 , voortaan a 8 , da.n vindt men 
a1 





en o, gelijke wijze ar x = ~- (r = 2, ••• ,n) (regel van r a 
Hiermede zijn de formules teruggevonden die in de gevallen n = 2 
en n = 3 het uitgangspunt voor de theorie der determinantsn.waren. 
Het is duidelijk dat in het geval, data= 0 is, op deze wijze 
geen oplossing wordt gevonden. 
De gevonden waarden van x 1, ••• xn voldoen aan het gegeven stelsel 
vergelijkingen en deze zijn daarvan bovendien de enige oplossing. In 
het geval a/ 0 heeft het gegeven stelsel dus een ondubbelzinnig be-
paalde oplossing, gegeven door de regel van Cramer. 
ppg.1. Los op het stelsel 
{ 24x + 2x + 13x -
_9pg. 2. Los op het stelsel 
t a2: 
+ y. + z = 0 
+by+ CZ:::: 0 




1oz = 5 
2z = 10 
7z = -10 
(a# b; b ! o; c ! a). 
al 20. 
~- Los op het sti::,lsel 
( ( - X + 
y + z + u ::;: 1 
X - y + z -4 .. 'i,l = ,, •-
X: + y - z + u _, -:: _, 
X + y + Z - U - 4 ■ 
Thans gaan wf:~ beachGuwen het algemenere geval van p lineaire ver-
gelijking in q onbekend€)n. 
(II) l a 11 X 1 + ... + a X = b1 1q q • . ' . . . . . . • • . . a 1Jt1 + ... .,.:i-,. a, X ••"· bp p. pq q 
l 
la11 • • • a1q 
A= ij•·••••••••• 
l ! ap1 ... apq 
Eeschouw de matrix Onderatel da.t 
deze de rang k bezit en laten de onbekenden en vergelijkingen zo ge-
nuimi1erd zijn, dat een der in A bevatte van nul verschille:nde deterL~i--
nan ten van de orde k, juist de determinant l a. 11 • •. a 1k ' is. 
I I . • • . . • 
l ¾:1 akk 
Allereerst beschouwen we het geval k := p. Door de ver-gelijkingen 
te schrijven in de t,;eda.ante 
) a11xi + ··• + a.1kxk = 
l :P~x~ : : •: _: : 11:x~ ~ 
••• 
. . . . 
b - a , ,x_ ~ - ..• - a x . 
blijkt uit het voorafgaande 
p · 1:.-, K + ·1 K+ , pq q ' 
dat hierui t ( i:iet behul:: va..'1 de regel van 
Cr~er) de 
ct.!'ukken in 
o~bekenden x 1, ••• , xk 
de groothc .~n a , b 
rs s 
zijn op te lessen, d.w.z. uit te 
en de willekeurig te kiezen groat•-
he den x. 1 , • • • • x . Op g·rond van het ls.a tste zegt men wel dat het K+ . q_ -
beschouwde stelsel CO~ P stellen oplossingen bezit. 
Vervolgens beschom;1en wiJ het geva.l, dat k (:P is. Hieronder valt 
dus tevens het in het begin van deze paragraaf niet behandelde geval 
a= O; p = q = n. 
'!lij 1runner:. de determinant 




1 . C 
. . 
ak1x1 + 
is dan op grond van het 
stellen oplossingen. 
boveustaande 
8 11 ... a1k 
• . . . . • wederom 
ak.1 ... atk 
... + a1 X .. b1 q q 
. . . • • . • 
e • e + l\:qxq, = bk 
oplosbaar en bezit zelfs roq-k 
Het is de vraag of zo'n gevond~n op1ossing ool< voJ.doet aan elk der 
overige p - k vergelijkingen. 
Beechouw daarto1? de J.eterm.inant l) = ... 
. - . . . . . 
• • • 
~n1 • • • amk8 m Jl 
t 
waarin m ,~n der getallen ~. 1, ••• , pen i ,,n der getallen k+1, ••• q 
:i.s • Daar elk dezer determinant en de orde k+ 1 bezi t en de matrix 11 j a ii 
. rs11 
de rang k bezi t, is elk dez.er d.eterminanten nul. Duidt men da minoren 
elementen a 1 t , . . . , amt in deze deternlinant weer aan door 
f • • •, -\al , dan heeft m,en 
( 0 voor s /: l 
( D = 0 voor 
zodat het linkerlid van de vergelijking 
a 1x 1 + ••• + a x = bm m , mq q 
wegens Ar·• n /:. O een 
... u t,., 
lineair cor.rposi.turn. is \'"f:U'l de linkerleden der eer•;J-· 
te k vergelijkingen. 
Hierui t volgt da.t een gevonden oyilossing der eerete k vergelij•· 
kingen dan en slechts dan ook r:mn de rr/\m = k + 1, ••• , p) vergelijkin~ 
voldoet, als het rcchterlid b dier verg~lijkipg eenzelfde lineair com-
111 
})Csi tum is van de rect.terleden 'b 1 , ••. , bk die:r eerste k vergelijkin-
gen, dus als 
= 0 
elk de1· determinantBn Rk, 1 , ••• , R gelijk is aan nul en geen oplos-
Y i p 
sing bezi t, zodra een dier dE!terminant,m van nul yerschilt. In het eers-
te geval noem't men de beschouwde vergelijkingen afhankelijk, in het 
tweede geval strijdi.€• iij vat"':en de gevonden resultaten sa,,1J.en. 
Bij hct stelsel (II) van p lineaire vergelijkingen in q onbekenden, 
waarin dG rang der coefficienten matrix geli,ik is ae.n k, heeft men de 
= Ili q :::: k. Er is eln stel oplossingen. 
:::: p; q > k. Er zijn ooq-k stellen oplo ssingen .. 
< p; q = k; Rk-+-1 ::::; .... = R = (). Er is een stel o:plo ssingen. p CD q-k < p; > k; Rk+1 "{ 
,.,,, Er zijn stellen opio Eai.ng a. q ::::: . " . ::::: J, p ::::: \}. 
q 
' 
k; tenminste een der uitdrukkingen ¾:+ 1 '.•.,RP verechil~ 4' 
Er zijn geen oplossingen. 
a.l 22. 
Wij kunnen de gevonden resultaten nog iets anders formuleren door 
naast de coefficienten matrix A oak te beschouwen de 
• • • 
matrix B == ... • 
. . . . . . . 
ap 1 • ~ • a b ]Jg_ JJ 
In geval 1° is de rang van A en] elk gelijk aan k. 
In geval 2° is dat eveneens het geval. 
In geval 5° is de rang van A gelijk aan ken die van B gelijk aan k+1. 
,,ij la ten zien, dat in de gevallen 3° en 4 ° de rangen van A en B gelijk 
zijn. Was dit n.l. niet zo 9 dan was de rang van B gelijk aan k+1, dus 
er bestond een determinant 
a b r1s1 • • • a 
r1sk r1 
D = • • • • • 
a s 
rk+1 1 ••• 
a 
rk+1 8 k 
b 
21:+ 1 
van de ·.Tde k+1, die van nul verschilde, a.w.z. op grand van een ont-
wikkeling naar de elementen der laatste kolom, waren niet alle onder-
determinanten hiervan 9 waarin de eerste k kolommen optreden, gelijk aan 
nul. Laat nu de onbekenden en vergelijkingen zo genummerd zijn 9 dat de 
onderdeterminant 
• • e & e • Io is. 
ak1 •. •' akk 
Daar D / 0 is 9 verkeert dan ons stelsel in geval 5° en heeft dus geen 
oplossing, in strijd met de onderstelling, dat wij met geval 3° en 4° 
te maken hebben~ en het stelsel wel een oplossing bezit. 
Vlij zien dus, dat het stelsel (II) dan en slechts dan tenminste 
een oplossing bezit, als de rangen der matrices A en B gelijk zijn. 
~it resultaat is afkomstig van de mathematicus Capelli. 
Hecht men voorts aan het symbool ooq-k voor het geval q = k de 
waarde 1 1 dan kunnen de gevallen 1° en 2° en eveneens de gevallen 3° 
en 4° samen worden genomen • 
.OPB:A.,Los op het stelsel 
{ 
xx + ay + 
+ by + 
y + 
2 a3 a z :::: 
b2z :::: b3 
2az 3a 2 :::: 
~ Los op het stelsel 
X + y + z - u :::: 1 
X + y z + u :::: 2 
X y + z + u :::: 3 
2 
ax + y + z + u :::: a - a 
.9·p{t.~_§_. Ala aan de verg.:::li.jking 
a 1 x4 ~ a2x? + ••• +ax • b 
' I ._ q q 
voldo,.m de bc,ide e·t1::lle1~ or,loasingen x 1 = o1 , • ..., x4 = c\; 
x 1 = d 1 , • • • , x = d , dan voldoot hi era.an ook iedere lineaire com-~ 1 q q 
o natie van de gcdaant0 
_), C, 1:_. 'l d..~1 
,t * ~ •••••t X = q 
;_~-~:~~ 
.i\-r µ.. • 
Naast het horn.ogene s"telsel gaan wij the.na het hom.ogene atelsel 
",r:;:;:·geli j king en r 11~1 + . . .. + a 14x = 0 q_ (III) • • • 
~ ap1x1 + ••• + a.o X = 0 
... q g_ 
bcschouwen. Hierbij zijn de rangen der niatricee A en B gelijk, zod,::i.L 
er steeds een oplossing bostaa.t. ;,'ien is echter gewoon slechts dan 
een stel (x 1 , ••• ,xq) een OI)lossing van hat homogene stelsel III 
tc noemen, als niet e.lle x 1 , • • • , x 4 gelijk zijn a.an nul. Het ia 
nl. direct duidelijk da.t a.an ( III) onder alle omatandigheden het 
stel oplossingen x~ = ••• = x = 
'. q_ 0 voldoet. Verder merken we op, da.t: 
a.ls aan (III) een oplossing (x 1 , •••, x) voldoet, aa.n (III) evencc1L.: 
de oplossing ( "- x 1, ••• , A x 4 ) voldoet. len is echter gewoon de op--
lossingen ( J\ x 1 , • • • , X. x ) voor verschillende waarden van A (/ 0) 
' q 
als dezelfde te rekenen. Zo zijn dus de stellen x~2; y;3 en x=4; y=6 
ecnzelfde oplossing van de vergelijking Jx-2y = o. Wij verstaan du.3 
onder een oplossing van het stclsel (III) een stel getallen ( :x: 1,,., • ~X. ' 
niet alle gelijk aan nul, of alle daarinede evenredige stellen. Bij · 
homogene stelsels vergelijkingen komt het dus slechts op de verhou.-
dincen der onbckenden aan. 
Evenals bij het stelsel (II) voeren we weer de rang k van de 
coijffici~ntenmatrix in. 
3eschouw eerst het geval p > k; q > k. 
Dan is, als wij de nummering der onbekenden en vergelijkingen zo 
a.11 ·• • ii a1k 
lrie zen, dat . . • • 8 • i 0 is, de determ.insnt 
8k1 ••• alck 
a11 . " ~ a1k a, t 
• . .. . • • • " (m = k+1,, ... , p; t:::: k+1, ..... ,q), 
¾1 e • • ¾le 81ct 
8ra1 • • • amk ¾it 
d van 
woer op 
de orde 1 is, ge jli: aan nul dus a.ls wij de minoren 
de gcbruikclij wijze aa.ng0ven 
Lars Art = 0, zowel voor s = t als voor s / t • 
houdt in wogens A 0 m1.. -JO, dat de m8 vergelijking van het 
(III) eon lineair coinposi t1.1m is van de eerste k, zodat ieder 
oplossingen van de eerste k vcrgelijkingen tevens voldoet aan 
vcrgclijking (m = k+1, ••• , p) .. Hiormede is geva.l J.J > k; 






Het is verder duidelijk dat men bij het oplossen der eerate k vorge-
lijkingcn de gota.llen x1 1 , • • • , x willelceu.rig kan kiezen ( echtor {+ q 
niot allen gclijk aan nul) en dan, zoals in het voora.fgaande is a.an-
[;~.:gevcn, ui t dio vorgelijkingen de onbekenden x 1 , ••• 1 ¾ kan o:p-
lossen, d.v,.z. lineair uitdrukken in de grootheden 4{+ 1, .... , x • 
cm vindt dan niet r-oq_-k, maar slechts ~.boq.-k .. t stellen o:plossingeri 
daar elk stcl evenredig met cen vast stel, tot eenzelfde oplossing 
aanleiding geeft. 
Is q = k+1 dan vindt men juist een oplossing, die bepaald 
d.oor 
a11x1 + . . . + a1kxl~ = - a X 1, k+ 1 k+ 1 
• 
. 
ak1x1 + . . . + 81:ckxk = - 8k,k+1~+1 • 
a1 ,k+1a12 • • • a1k ••• 
dus X1=- ~+1 .. . . . . . . . . . . .. .. . . 1 enz. 
ak,k+1¾:2 .. . . akk ••• 
Stelt men: 
a11 • a • 3 1k k 
xk+ 1 = ( -- ) . • . . . • 
1¾:1 . . . akk 
dan vindt men: 
a12 .... a1 ,k+ 1 
x1 = " . . 0 . . • . 
ak2 ••• ¾:,k+1 
a11 . " . 8 1k 
xk+1::: (-)k • • ., • • # 
8 k1 ... ¾:k 
( di t mag want wij mogen a.lle oplos 
x 1 , ••• , xq tegelijkertijd met een con-
stante, die van nul versohilt,vermenig•-
vuldigen), 
a11a13 ••· a1,k+11 
~;~3 · .:: ~.:J ; ••• 
al 25, 
onbekenden zijn dus lijk aan of evunredig met determinanten van 
<b orde k, die men ui t de matrix 
... 
. . . . . . . . 
• • • 
ve:rkrij gt, door daarin achtereenvolgens een kolom weg te la ten en de 
zo verkregen determinanten op de juiste wijze van een + of - teken 
t,•0 voorzien. Men schri j ft in di t geval wel kortweg 
• • • 
. . . . . ., . . 
... 8lr,k+1 
( Ifot tekon cc ui t te sproken als !'evetu:_:edig met de minoren van 11 ), 
Bvb. het 
1 2 3 
x:y:z oc = 







2y + Jz = 0 
+ 2y + z = 0 
1 3 1 2 
3 1 3 2 
heeft de oplossing 
= - 4:8:-4 = +1: -2:1 ■ 
Het geval p~ k· ? 
schikte nu:mmoring 
q = k kan direct worden behandeld. Immers na 
der onbekenden en vergelijkingen 
{
. a 11 x 1 + ••• + a 1kxk = 0 
0 • • • 0 a • • 111 o O • 
ap1x 1 + ••• + apkxk = O. 
heeft men 
!3eschouw het stelsel der eerste k vergelijkingen van dit stelseL 
.Ji t is een stelsel van k vergelijkingen met k onbekenden en rang 
d(:;r matrix= k, welk stelsel 6611 en slechts aen oplossing bezit, die 
··~::sn vindt met behulp van do regcl van Cramer. Men ziet direct in, 
,7ogens het nul zi jn van alle rGchterleden, elk der onbekenden nul is, 
zodat de gevonden oplossing niet als oplossing van het homogene stel 
sel wordt aangernerkt. 
Samenvattend zien wij dus dat p homogene lineaire vergelijkingen 
in q onbckenden, waarbij de rang der coofficientenma.trix gelijk is 
aan k, geen aplossing bezit als k = q, 
een oplossing bezit als k = q - 1. 
°"q-k- 1 oploming~bezi t als k <.. q - 1. 
Q:12,g.7. Los op het stelsel 
{: + y + z - u = 
o. 
+ y - z + u :::: o. 
-
y + z + u = o. 
;i_p&,.§_. Los op het stclsel 
( X + ay + z ;;;:: 0 
b2 z 0 ex + + :::: 
X + oy 2 :::: .o +t c· z 
_Q_pg.;1_. Los op het stelsel 
x1 + x2 + X3 .,.. .... + xn = 0 
X1 + 2x + 4x3 + . " . + 2n-1 :::: 0 i 2 xn 
X-i + Jx3 + 9x + ... + 3n-1xn :::: o. ! 3 
• . . • . . . . . • " 
. . • . • . • 
1/'ij zien uit het voorafgaande dat als het stelsel 
{ a11x1 + ••• + a1nxn :::: 0 'IV) • • 4 \ , . . • • • • . • • 
an1x1 + ••• + annxn :::: 0 
een o:plossing bezit, de rang der matrix jjarsll kleiner is dan n, 
is de determinant !a I = o, zodat het stelsel rs, { :1 :x: + ... + a1nxn :::: b1 
. • . . . . . • . 
+ + annxn :::: bn an1x1 ... 
waarin niet alle br nul zijn, dan geen oplossi.ng bezit. 
Beschouw verder het geval dat een 4uadratische matrix 
(-; den- orde de Tiang n-1 eft. Dus de determinant l~sl 
Het stelsel (IV) heeft dan juist een oplossing: 
x 1 : x2: • • • : xn = A 11 : A 12 • • • : A 1 n • 
van 
Deze oplossing vindt men ook door de minoren van een andere rij tc 
nemen; dan vindt men: 
.... • X - A .A • • 
• n - r 1 • .t~r 2 " • • • • 
Hieruit volgt dat als een determinant lars! :::: 0 is, elk viertal mi-
11oren .A.rs, Art, A:ps, A:pt een evenredigheid vormt 
Ars: Art= Aps: Apt-
§ 4 • .Ye e l 12._,e~. 
In deze paragraaf worden enige eigenschappen van veeltermen be-
schouwd, welke behalve voor de algebra. ook van groot belang zijn 
voor de meetkunde en voor andere delen van de wiskunde. 
Wij beginnen deze beschouwingen met d.e behandeli:ng der 
Reststelling. Laat f(z) een veelterm voorstellen. Dan is de res: 
bij deling van f(z) door z-a gelijk aan f(a). 
~_j_§~ r/1:en heeft 
f( ) aozn + a1zn-1 z = + •• " " + 8n-1 z+ an , 
al 27 .. 
dus 
waaruit na aftrekking volgt 
f(z)-f(a) = a ( -an)+ a 1(zn-1-an- 1) + ••• a 1(z-a)~ o n-
In het laatste lid is, zoals bekend, zm-am te ontbindsn in 
gedaante (z-a) qm(z) voor m = 1, z, ••• , n, waarbij CJm(z) een 
term in z voorste 
.Q£g_:_l- Bewijs dit. 
Derhalve bezit f(z)-f(a) de gedaante (z-a)q(z), waarbij ook 
q(z) een veelterm in z voorstelt. Du.s 
f(z) = (z-a)q(z) + f(a), 
waarm.ede de bewering bewezen is. 
y~~· Bepaal de rest bij deling van 
zn - 7z2 + 3z +1 
door z + 1. 
n 
2J2i.i! .. .1• Bepaal de rest bij deling van 2 30 - 4z 18 + 11z6 - 7z - 3 door 
z 5- 1. Wil men de rest bij deling van f(z) door (z-a.)(sa-b) bepalen-' 
waarbij a/. bis, dan merken wij op dat wij zoeven reeds vonden 
(1) f(z) = (z-a)q(z) + f(a). 
Vorder is evenzo 
q(z) = (z-b)p(z) + q(b), 
dus 
(2) f(z) = (z-a)(z-b)p(z)+(z-a)q(b)+f(a). 
Uit (1) volgt 
f(b) = (b-a)q(b)+f(a), 
dus 
q( b) = .. Ll~fj_aJ. , 
hetgeen,ingevuld in (2), oplevert 
f( z) = ( z--a) ( z-b)p( z)+( z-a) f(~~f l~J +f(a). 
De rest bij deling van f(z) door (z-a)(z-b) is dus 
( z-a ) f_Lb_L::.f ~ a ) + f ( f ) = llil::.:f.lial. z + fil {.aj_-e.f (_tl 
b-a b-a b-a 
Bepa.al de rest bij deling van zn-1 door -1. 
Bepa.al de rest bij deling van een veelterm f(z) door 
)(z-b)(z-c), waarin a/ b, b I c, c I•· 
Wil men de rest j deling va.~ f(z) door(z-a) 2 bepalen, dan 
a.ls boven te werk gaan en uit (1) en (2) concluderen dat 
f(z) = (z-a) 2p{z)+(z-a)q(a)+f(a). 
Terwi,j 1 wij zoeven q( b) vonden door ( 1) in vullen z • b, 
het nu niet om. op soortgelij jze q(a) te bepalen. moeten -i,,;i 
kennelijk anders te werk gaan .. Nu van wij hierboven ds.t 
al 28 .. 
n 
= ( z-a) L ( m-1 m-2 m-1) an-m z +z a+ ••• +a 1 
dus 
q(z) = 
vvaarui t volgt 
( 3 ) q(a) = 
m=1 
~ ( m-1 m-2 m-1 ) 






D0 rest bij deling 
vmarin 
van f(z) door (z-a) 2 is olijkens·(2) dus Az + B, 
A= q(a) n m-1 
= L man-ma 
m=O 
B = f(a) -aq(a) 
n 
= z= c 1-m) 
m::::O 
Opmerking. De uitnrukkingen in het rechterlid van (3) wordt wel r:,.. 
nocmd de afgeleide functie van de functie f(z) genomen voor z = a. 
Het begrip afgeleide (functie) wordt nader in de differentiaalr-
1·· ·,ning behandeld. vifij gebruiken hier de volgende twee eigenscha:ppe,n 
,"an afgeleide functies: 
n 
:r:. De a:fgeleide van de funotie f( z )= .z= amzm 
m=O 
is de functie f ' ( z) n m-1 = L mamz 
m=1 
• 
II-De afgeleide van het product f(z)g(z) van twee veeltermen f(z) c--
g(z) is gelijk aan 
f 1 (z)g(z) + f(z)g'(z) • 
0 Df; ~ 6 • ~ ..i..-.•-- Bewijs dat de afgeleide van een som van twee veeltermen geli~k 
lS aan de som der afgeleiden der veeltermen. 
_012g. 7.. Bewijs dat de afgeleide van (z-a)m gelijk is aan ( )m-1 m z-a < 
Wij definieren thans het belangrijke begrip nulpunt van een veel- · 
term f ( z) of wort el van een vergelijking f ( z) = 0 •. Hieronder wordt vc 
staan een getal w met de eigenschap f(w) = O. 
Met behul:p van de reststelling ziet men direct in dat een getal ".· 
dan en slechts dan nulpunt is van een veelterm f(z) als f(z) te scr~'=J 
vcn is in do gedaante 
f ( z) = ( z- w ) g_ ( z) t 
\1:J.arbij ook q(z) een veelterm is. 
al 
Tot nu toe hebben wij ons er niet over uitgelaten tot wat voor 
cc.:tal verzameling de co cfficH5nten van onze veal teri.nen behoren. :Be-
jkt men vergelijkingen met gehele coeffici~nten dan is het duide 
c1at de wortels niet gehoel behoeven te zijn ( men neme b. v. de verg, 
2.Z+1 = O); evenmin behoeven do wortels dan rationaal te zijn (men 
tte op z2 - 2 = O), ja zelfs is het mogelijk dat de wortels niet 
roool zijn (men beschouwe z2 + 1 = 0). In de cursus analyse wordt 
wezen dat iedere veelterm ten minste een al of niet reeel nulpunt 
0it. Dit nulpunt kan zoals uit het bovenstaande bleek, niet reeel 
./ij gebruiken dit resultaat (van d 'Alembert) hier en bewijzen: 
-~-"!;2 lling. Eon veel term van de n 9 graad is te schrijven als een pro 
van n,eorstegraads veeltermen. 
B_owijs. Uit de stelling van d'Alembert weten WJ.J dat een veelterm f( 
van don° graad te schrijven is in de gedaante 
f(z) = (z-w 1 )f1(z), 
vmarbij w1 een nulpunt van f(z) is en f 1(z) eveneens een veelterm, 
w0lke konnelijk de graad n-1 he oft. Past men de stelling van d 1 
bert toe op de vcelterm f 1(z) dan vindt men evenzo 
f 1(z) = (z-w2 )f2(z), 
waarin f 2 (z) een veelterm van de graad n-2 is, enz. 
Zo voortgaande vindt men tenslotte 
f(z) = fn.(z-w 1)(z-w2 ) ••• (z-wn), 
vmarbij fn een veelterm van de nulde graad, dus een constante is. 
Or..1dat twee veel term.en dan en slechts dan identiek zijn als al hun r:o 
efficient en overeenstemrnen, ziet men, lettende op de coefficient va:::; 
zn,dat fn gelijk is aan de coefficient van zn in f(z). 
j vinden dus 
(4) a 0 zn+a 1zn- 1+ ••e +an_1z+an = a 0 (z-w1)(z-w2 ) ••· (z-wn). 
Nu kunnen uit de identiteit van deze veeltermen nag meer con 
worden getrokken. Let men op de coefficienten van zn- 1 in beide lefl~ 
dan vindt men n n 
a 1 = -a L wk, dus L. wk = 0k=1 k=1 • 
:i:\renzo T whwk = - _j , 
h,k= 1 ao 
vindt men 
h<k 
enz. De hier beschouwde uitdrukkingen Zwk , Z whwkt 0 • 
de al0D?enta.ir symmetrische functies der wortels w1 , • •" 
.9n,g .1;2,. Schrij f de elenerrta,.:tr sym."'11.etriaohe functies neer van 
pu.nten van een veelterm van de vierde graad. 
Druk het product van alle nulpunte:n van e$n 
de coefficienten der veelterm. 
Qpg.J_Q. Toon aan dat iedere gehele wortel van de vergelijking 
z4 - 33z2 + 20z + 12 = O. 
een deler is van 12. Los daarna de vergelijking op. 
al 30. 
Indien in het rechterlid van (4) onder de getallen w1 , ••• ,wn ge-
lijke voorkomen, zegt men dat de veelterm dubbele (of meervoudige)nul-
:pu.nten bezit: komt een factor z-wj precies m keer voor dan zegt men 
dat de veelterm een m- voudig nulpunt wj bezit; het nulpunt bezit 
de multipliciteit m. 
Bezit de veelterm f(z) een nulpunt w met multipliciteit m, dan 
heeft men dus 
f(z) = (z-w)mg(z), 
waarin g(z) een veelterm is, die niet door z-w deelbaar is. Past men 
de regel II en opgave 7 van differentieren toe, dan vindt men 
f'(z) = m(z-w)m- 1g(z)+(z-w)m g 1 (z) 
= (z-w)m- 1 { mg(z)+(z-w)g 1 (z) J . 
JJaar de laatste factor niet door z-w deelbaar is (want g(z) is het 
niet) 1 bezi t f' ( z) dus het nul:punt w met mul tiplici tei t m-1. Zo door-
gaande ziet men dat de afgeleide van f'(z) aan te geven met f• 1 (z) 
het nulpunt w bezit met multipliciteit m-2 (m;l.ts natuurlijk m ~ 2 is), 
enzo 
V\lij hebben ook de stelJ.ing: Bezi tten f( z) en f I ( z) een gemeene.,-,'•.nv 
:polijk nul:punt w, dan is w een ( ten minste) dubbel nulpunt van f( z) • 
..:mmers stel f(z) = (z-w)g(z). V!ij hebben te bewijzen dat z-w deelbaar 
is op g(z). Inderdaad vindt men uit 
f'(z) ~ g(z)+(z-w)g'(z), 
wclke vorm blijkens het onderstelde door z-w d.eelbaar moet zijn, zodat 
g( z) deel baar is door ,z:...w • 
')32g.1_1· Zij w een k-voudig nul:punt van f( z). Ga na of w dan een nul-
punt kan zijn van de (k+1)e afgeleide van f(z). 
_9.:R.g.12. Toon aan dat als z2+pZ+q een dubbel nulpunt bezit, geldt 
¼p2 - q = o. 
_9pg .. 1~. Bepaal de m.eervoudige wortels der vergelijking 
z4-z3-5z2+12 = O. 
:;-~ventuele meervoudige wort els van een vergelijking f( z) ::; 0 zijn te 
'.'inden als gemeenschappelijke nulpunten van f(z) en f • ( z) t dua 
nulpunten van de G.G.D. g(z) dezer veeltermen welke met de 
rekenwij ze van Euclides kan worden bep,a.ald. Ieder nu.l:punt V<!iUl 
is een meervoudige wortel van :f(z). Blijkt g(z) een constante 
dan bezit g(z) geen meervoudige wortels. 
9.J?.&:J..!· De vergelijking 
z4-4z+a = 0. 
bczi t een meervoudige wortel. Be:paal a ea l0$ ~a de ve;rg11~~.i 
• 
al.J1 
Heeft de vergelijking f(z) = 0 de wortels w1, .... ,"n da.n is he"; 
gomakkelijk aan te tonen dat de vergelijking 
f(z-a) = 0 
cc wortels w1+a, w2+a, ••• ,wn+a bezit • 
.Q.Qg_,,-12.• Bewij s di t .. 
QI!.l.Z! .. 12.· Toon aan dat de vergelijking f( -L) = O ae wortels a 
aw 1, ••• ,awn bezit. 
9P&•11· Bepaal de vergelijking met wortels w1 , ••• , -L. 
wn 
J,l3.!JJi• Bewijs voor de veelterm a 
0 
n n-i 1 
z +a1z + ••• +an met nulpunten 
w1 , ••• w de relatie 
' n 
_l_ 1 1 
+-;;;--- + ••• + 
w 1 v,2 wn = 
dat rarest r{ z)b:ijdeling van een C ~- Bewijs 
r, 






Q_1~. Bepaal a en b zodanig 
2n 





dat de veelterm 
an ... 1 
• an 
veelterm f(z) dOOl:' 
~ .. ::e:lbaar is door (z-1) 2 • 
)')fr,.21. Van de veelterm z3 + pz2 + qz + r = 0 zijn de nulpuntc:. 
2 2 2 v1 3 • Bepaal de veel term met nulpunten w 1, w2 en w3• 
OJ?t?.:•~S• Bepaal de rest bij deling van 
z6 + 3z4 + 2z3 + z2 + 2 door z2 + 1 • 
.Q_p~;. 2~ .. De lengten der zij den van ecn driehoek zijn de wort els van 
de vergelijking 
z3 + pz2 + qz + r = O. 
:Druk het oppervlak van de driehoek ui t in :P• q en r. 
,_,0n geta1 heet algebra.is ch als het nulpunt is van een veel term met 
c, .:!hele coef'ficienten. Is er geen zo 'n veelterm te vinden waarvan '1.r · 
g'",tal nulpunt is, dan heet het transcendent. 
_9pg. ~. Bewijs dat alle rationale getallen algebrafsch zijn. 
13ewij s dat ~ voor gehele m en n algebrai:sch is .-Door Lindemann f 
ii.1 1882 met bebulp van niet algebraische hulpnddelan bewezen dat 1 
getal 1"f transcendent is. Hiermede is tevena het aloude pro bl::: ... 
de oirkelquadratu:u.r definitief opgeloat (in negatieve zin). 
